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RESUMEN

Las funciones contréctiles aparecen de manera natural en el intento de calcular el valor

a>0, siendo p, g, r nimeros reales

>

numérico de la integral definida J «_x'dx
0 (1+xp )q
arbitrarios. Tales funciones son inducidas por una serie de convergencia rapida, en la cual
cada término esta formado por un producto de dos factores, identificados, uno de ellos
como Contraccion Geométrica y el otro como Contraccion Factorial. Las contracciones
factoriales son algoritmos algebraicos relacionados con las funciones gama, beta y los
coeficientes binomiales. Mdas alld del contexto de su aparicion original, las funciones
contractiles (y sus funciones adyacentes) tienen un amplio espectro de aplicaciones teoricas
y practicas, especialmente, en Calculo Numérico, Analisis Matematico, Estadistica,
Probabilidad y Ecuaciones Diferenciales. En este trabajo se presentan resultados
preliminares de una investigacion en curso sobre las propiedades de la familia de funciones
contractiles y sus funciones adyacentes.

PALABRAS CLAVES: Contraccion Geométrica, Contracciéon Factorial, Funcion
Contractil, Funcion Adyacente.

ABSTRACT

The contractil functions appear in a natural way in the intent of calculating the numerical
xdx o >0 being p.q, r, arbitrary real numbers. Such

0 B

value of the defined integral, J’ ¢
(1 +x? )q
functions are induced by a series of quick convergence, in the one which each terms are
formed by a product of two identified factors, one of them as geometric contraction and the
other one as factorial contraction. The factorial contractions are algebraic algorithms related
with the functions Gamma, Beta and the binomial coefficients. But beyond of the context of
their original appearance, the contractil functions (and their adjacent functions), they have a
wide spectrum of theoretical and practical applications, especially, in Numerical Calculus,
Mathematical Analysis, Statistics, Probability and Differential Equations. In this work
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preliminary results of an investigation in development about the properties of the families
of contractil functions and their adjacent functions are presented.

KEY WORDS: Geometric Contraction, Factorial Contraction, Contractil Function,
Adjacent Function.

INTRODUCCION

La mayoria de los conceptos matematicos basicos que sirven como soporte tedrico
de las llamadas Funciones Contréctiles, hacen su aparicion por primera vez en este trabajo.
Asi ocurre con las nociones de Contraccion Geométrica y Contraccion Factorial. Estos
conceptos tienen propiedades especiales que permiten simplificar los procesos de célculo.
El conocimiento de tales propiedades es imprescindible para una lectura comprensiva de la
teoria, de los resultados obtenidos y de los objetivos finales que se persiguen. Los autores,
percatandose de este hecho, realizaron un esfuerzo por presentar este documento en forma
auto-contenida (auto-referente). Por esta razén, se dan desde el inicio las definiciones
necesarias y se muestran en cada caso, las propiedades que seran utilizadas. Respecto de los
teoremas, s6lo se demuestran aquellos considerados principales. Para el resto se insinua el
método de prueba. No hay bibliografia previa. La Serie de Contracciones se revela por
primera vez ligada a ciertos métodos de célculo en un trabajo sobre integracion numérica.
Tal trabajo permanece inédito.

1.- Contracciones

Las siguientes definiciones se aplican a cada par de numeros reales no negativos a,(q .

., -1 . . . .y
1.1  Laexpresion (x(l + a) es referida como “Primera Contraccion de a” (Contraccion

absoluta) y se denota por 1@ a

1.2 Por “q — contraccion geométrica de o ” en grado k se entiende (1®a)q+k ,

k=0,1,2,...,a#0. Si a =0, toda q contraccion geométrica de o se considera nula.

1.3 La “q — contraccién factorial de o™ en grado k, denotada por l(q’k‘“)

recurrencia mediante las relaciones:

se define por

131 1% =
132 19 = (1@(q+k)a)1™ ™), k=1,2,3,..
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2.- Serie de Contracciones

Por serie de contracciones se entendera la serie:

21 Y(1@or) o)

k=0
Es necesario que a,p no se anulen simultdneamente.

Para cada par de nimeros reales no negativos p, q la serie 2.1 define una funcion
continua y derivable Hp,q : R"——> R, donde para cada x e R",

2.2 Hp,q x)= i(l ®xP )q+k+1 .l(q’k‘p)

k=0
El siguiente teorema muestra una relacion funcional entrer,q y su primera derivada.

2.3 Teorema

Mg 0= (=D g (0 1+ pa)1 D))

En la demostracion de éste teorema se hace uso de las definiciones anteriores y de
algunas propiedades elementales de las contracciones a saber:

231 (I®a)(l+a)=a ,0>0
232 (1®a)(l+a’)=1 ,a>0

233 di(l@xp) =px 7 (10x") x>0

234

X
d 2
—(1®x?)=—px""'(1®x " , x>0
—(1©x7)=—px (10x7)
Demostracion del teorema 2.3

(Consideramos el caso p>0).Derivando término a término la serie 2.2 se obtiene:

2.3.5 di Hp,q (x) = i(q +k+ 1)(1 ®xP )q+k+2 px-p—ll(q,k\p)
X

k=0

(2.3.3)
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=3 gk 1) (1@x7 )7 prorigle ) (1+(a+k+1)"p")
k=0

(13.2,2.3.2)
i (q+k+1)(1@x" )q+k+2 pqekete) +Zw:(1€r)xp)q+k+2>i‘p‘11(q’k*“")
k=0 k=0

Cambio de indices: 1=k +1

d R W (), T (aib)
2.3.6 &Hp,q(x)—Z(q+1)(l®xp) px P LY (1exr) xR

i=1 i=1

q+i+l

(q+i)(169xp)q+1+1 et (ae) +§(1(—Bx ) pxP11(@P)
=0

NgE

1

Il
f=}

q+1

px " Hy g (0 +x 7 Hypg (0-x 7 (1@ x7)" —pgx ™ (1@x)

2.2)
=3 (a+i+n)(1@x ) per 10— (p-1)x Ky ()
i=0

~(1+pg)x ™ (1@x°)"
Aplicando 2.3.2 y 2.3.5 se tiene:

d H — -p d H -p-1 H P+l
237 Mg () = (14x7) == Fpq (=X (1) Mg () +(1+p@)(1 @ X))
De donde

238 <LHy0 (0= (0-1) My +1+pa)1 ©x7)")

Lo que prueba el teorema

Es en general, conveniente usar la notacion Hp,o = Hp, En tal caso, el teorema 2.3
toma la forma

23.9 —Hp ) =x"((p-1) fp(x) +1®x))
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3.- Funciones Contractiles

Sean p, q nimeros reales no negativos. La funcion <p,q: R*——R tal que, para

cada xeR",

3.1 <p,q (x)=x"7 Hp,q (x)
sera referida como Funcion Contractil.

La relacion 0<x ™" Hp,q (x) £1, demostrable a partir de la definicién 2.2, implica

que ling <p,q(x) = 0, permitiendo la extensioén continua de <p,q al dominio de los nimeros
Xx—>
reales no negativos, definiendo <p,q(0) =0
Derivando en 3.1 y aplicando el teorema 2.3 se tiene

d
dx

3.2 pa(0) = (1+pa)x " (10x7)", x>0

Denotando <p,0(x) = <p(x) y haciendo uso de 3.2, se encuentra

d < _ 1
33 — =1®x P =——, >0
dx p (%) x 1+xP P

Definiendo ahora < p(X)=x- < p (X), p =0 se obtiene la familia de funciones

.

Para < o (X) se tiene que,

d < 1
3 — N ,X= , p>0
dx » () 1+x7° P

Las formulas 3.3 y 3.4 resuelven el problema de calcular mediante funciones
dx

1+xP’

elementales de variable real, la integral I siendo p un numero real arbitrario.

35 dx _ x)+C, peR, x>0
1+x°? P
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Para los casos p = 1, p = 2, la evaluacion numérica de la integral definida

o dx . .
I , o0>0, muestra que las funciones logaritmo natural y arcotangente son

0 14+xP
funciones contractiles.

3.6 ln(1+a):<1(oc), a>0

3.7 Arch(oc)=<2(oc), o>0
Mostraremos ahora algunos teoremas utiles en el desarrollo de la teoria de funciones
contractiles.

3.8 Teorema.

H 0= @ p@+y" (1 (x) -a@x)™)

Este teorema es una consecuencia de la siguiente propiedad de las contracciones
factoriales.

39 19 =(1@p(g+1)) 147, k=0,1,2,..

A partir de 3.8, se demuestra un importante teorema.
3.10  Teorema

< pan (¥ =(1® p(g+1)7'( < g ) =XPA®XP)™)
Segun el teorema 3.10, el valor de < 0.q(X) para cualquier valor de g, se obtiene

conociendo < o.r (X) para algin valorr tal que 0 <r<1.

Veremos otra caracteristica relevante de este teorema. En efecto, escribamos 3.10 en
la siguiente forma:

3.11 < 0q(X)= XPA@ X)) +(1@ p(q+1)) < 0.1 (X)

La formula 3.11 puede ser usada para extender el concepto de funcidon contractil a
valores negativos de q. Para ello, es necesario hacer algunos ajustes en las
notaciones.

3.12 Se usara la notacion 1@ « en lugar de 0((1+oc)_l, para cada nimero real

a+-l.
3.13  Para cada par de numeros reales p,q, p=>0; y cada numero entero no negativo
k; la notaciéon 19*P) sera usada con el siguiente significado:
3131 100 o
332 1% =(1@p(q+k))1P)
siempre que, para cada entero i, 0 <i <k, ocurra que p(q+i)=—1.
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Las definiciones que se dan a continuacion, constituyen una generalizacion de las
funciones contractiles. En cada caso, p, q, X son nimeros reales, p=>0, x>0.

3.14 <1,_2(x) =(1®x)" —Inx
3.15 Sipg=-1,
0q1 () =x(1®x")" —<]7q_l(x"’)
3.16  Sipg#l,
p’qfl(X) = Xl’p(l ®x")+(1® pq)< p,q(X)

Las tres definiciones anteriores parecen extrafias, pero son coherentes y
sirven de base para ampliar la teoria sobre funciones contractiles.
Puede probarse que estas funciones siguen la misma regla de derivaciéon 3.2
cuya demostracion se insintia para los casos p>0, ¢>0.
El siguiente teorema es util en el calculo numérico, cuando se recurre a
funciones contractiles.

3.17 Teorema. Si pg= -1, entonces < 0q(X) estd definida en x = 0 y ademas
0.q(X) =1 para cada x>0.

Demostracion. 1) Derivando seglin la férmula 3.2 se obtiene di< 0q(¥)=0,x>0
” :

Mostrando que< 0.
2) Como pq = -1, entonces p(q+n) # -1, para cadan=1,2,...

3) Aplicando a < 0q 12 definicion 3.16 se tiene

es una funcién constante en el intervalo (0,00).

pa (0 =X"PA®X")™ +(1® p(q+1) < pas (X)

4) Sea n un nimero entero tal que q+n>0. Si se usa 3 en forma recurrente, se prueba
que:
< (@1 )< Nl (@Kp)
_q(@np pyk 1(akp
a0 =1 b0+ ,,)qﬂ Tt X (ex) )

El segundo miembro de esta 1gualdad es una funcion continua y derivable,
que esta definida en x = 0 y tiene alli justamente el valor 1. Esto completa la
demostracion del teorema.

Los siguientes ejemplos muestran algunas funciones contractiles que se
pueden expresar en términos de funciones elementales conocidas.

3.18 <p,_1(x)lep, (Def. 3.16)

3.19 Sip=1,setiene <1’1(X) =1 concordando con el teorema 3.17.
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3.20 <21(x)=3(Arctgx— * ) (3.7 3.10)
’ 2 1+ X

1 1 _
3.21 <1 2(x)=x2(1@x2)‘1+(1€r)(71))<1 1(X)’ (3.16)
2 I 2

=X2(1+x2%)—-x2

=1, Ilustrando también 3.17

4.- Funcion Contréctil Adyacente
Para cada par de nimeros reales p,q, p > 0, se entenderd por Funcion Contractil

Adyacente la funcion LI pq: R"——R, definida como sigue.
Para cada xeR",
a1 Lo =xaexn < pa-1(X)

Aplicando 3.2 para derivar 4.1, se tiene
d
4.2 &up,q(x):(l@xp)q

Mostrando que U p.q €8 una funcion primitiva para (1@ x”)?,

Veremos algunos resultados que muestran el poder de resolucion de L] p.q- Cuando sea
conveniente usaremos las notaciones alternativas:

0=t 0.0, L0 =L pan L 00 =L poo).
Si p,q,r son nimeros reales tales que p>0,r>-1, entonces,

43 Ix(l@xp)qu— ! I_I( e ,q)+C C: constante.

La comprobacion es una aphcacmn directa de 4.2. Si se quiere eliminar la
restriccion r > -1 en 4.3, es necesario considerar previamente una sencilla identidad referida
a contracciones:

44 x7(1ox) =(1ox")" —(1@x)
La identidad 4.4 proviene de una forma mas general. Si n es un nimero entero no

negativo, entonces
k=n

45 xIex")'= Z(E](—l)k(l @ x")T Y

k=0
Calcularemos la integral del primer miembro de 4.3, siendo p,q,r nimeros reales con
la inica restriccion p>0.- Sea n un nimero entero no negativo tal que 1+r+np > 0, luego,

k=n
46 [X(A@xP)dx =[x xPADXP) dx =[x Z(E](—l)kﬂ@xp)‘““k)dx, (4.5)
k=0
De donde,
4.7 jxr(l(@xp)qu—;z‘( J( ) U( G ,q—(n—k)J+C, (4.3)
I+r+npis\k l+r+np
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Es claro que en 4.7, basta elegir n como el menor entero no negativo que satisface la
condicién 1+r+np>0.

Consideremos las siguientes identidades:

4.8 X"(1+x") =x"(1®x")?, donde r=m,p=-n,q=-s.
49  xX"1+x")y =x"(1®x")%, donde r=m + ns,p =n,q = -s.

En alguna de estas identidades es p>0.

Las identidades 4.8, 4.9 muestran que la integral 4.7 alcanza los métodos de
integracion de las integrales de diferenciales binomias de la forma
410 [X"(1+x")dx

Es bien sabido que el matematico ruso P.L.CHEBISHEV (1821-1894) determind las
condiciones bajo las cuales la integral 4.10 con exponentes racionales, puede expresarse
mediante funciones elementales. Sus métodos han servido de guia universal para calcular
este tipo de integrales.

Si se desea sostener la letra del teorema de CHEBISHEV distante de la férmula 4.7
es necesario estipular que las funciones contractiles o algunos miembros de la familia de
tales funciones, son funciones no-clementales.

Sin embargo, es util advertir que el calculo a través de la serie de contracciones no
presenta dificultades significativas, especialmente si se recurre a calculadoras.

El joven Daniel Saavedra, estudiante de Informatica en el Nucleo de Nueva Esparta
de la Universidad de Oriente, realizO un programa de computacion para evaluar
numéricamente con la aproximacion deseada, las funciones contractiles del tipo

0.q(X), siendo p, g numeros reales no negativos. Tal programa se encuentra disponible.

Actualmente, Saavedra trabaja en la programacion de > | (X), para p=0, q un nimero real

arbitrario.
5.- Aplicaciones a la Integracion Numérica

Los ejemplos que se muestran a continuacién no son suficientes para observar en
toda su magnitud el poder tedrico y practico de las funciones contractiles. Sin embargo,
bastan para mostrar que tal poder existe.

3 d 1 B 1 _
s e 3(37)+7<§(27)

~ %(—0.00046 +0.00767) ~ 0.00103

La aproximacion en 5.1 se obtuvo con una calculadora Casio fx3600Pv.

s2 [ < (1)~ 0.8409432554551
0]+x" "

En la aproximacion se uso6 el programa de D. Saavedra.
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54

5.

W

5.

(o)

5.7

1odx
fo P =< 5(1)=0.76639713380 (D. Saavedra)

[ X 11884 (£x3600Pv)
0 1+x"

J.Arch dx I < dx—< 7<

~0.1135981311  (D. Saavedra)

7 7
0

j ArcTg(x")dx = j < ")dx ~0.217529 (fx3600Pv)

La ecuacion diferencial y' = (a +bx + cy)r , a,b,c,r>0, tiene por solucion general

implicita la funcion y = ¢(x), tal que

5.7.1

5.8

5.8.1

5.9

1

<{(%)1 (a+bx +C(p(x))} - (%j bx+k, kconstante

Considérese la region plana D= {(x y)/0<x<y,0<y< a} entonces,

Jor ey = H

D1+ 0o l+

3 ( 390 14y
- Lo o))

91547952 -0.669468067
24601145 (D. Saavedra)

o o

Informacion adicional sobre el tema en http://www.contractil.com



Presentado en el V Congreso Cientifico de la Universidad de Oriente (Ciudad Bolivar, Venezuela. Octubre 2004)

. .« -3 . . . .y
La sustitucion u = (x2 - 1) induce la siguiente transformacion.

1
d 1 87 1 % 2 1 1 1

~ (0.010486513325836377176 (D. Saavedra)

5.10 Jjﬁdx :jjxﬁ“(l@xﬁ)J5 dx (4.9)
+X

J5

( u[31—ﬁ+ﬁ m,ﬁ] )

\/g u 115417
Wﬂ [2

_ 1
1-15+17
~1.01192199 (D. Saavedra)

511 p>1, x e(l,oo)

512 Si r=0, 0<oc<E entonces
5.12.1 jasenrde— < ot (tgo)

2
5.12.2 J. tg' xdx——< (tgl“a

1+r
5.12.3 joasecrxdx:< 5 (tg”r (x)

1+ 2

513 Si r=0, 0<oc£§, entonces
5.13.1 J‘ cos xdx-1+r<2’;(ctga)
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5.13.2 J.gctgrxdx :%< ctg1+r a)
a r

1+r

5.13.3 J.Ecscrxdx=< 5 (ctg”‘oc)

2

5.14 [4sen? xdx—7< (1) = 0.66033712

2L
14

(D. Saavedra)

5.15 [Zcos™ xdx: ( ) 0.40157753  (D. Saavedra)
6

5.16 jj tg’x dx = 1 ~0.27727182 (D. Saavedra)
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