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Resumen

Se proporciona una férmula para la evaluacion de gamma(x), siendo x en cada caso un
numero racional perteneciente al intervalo (0,1).
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1. Introduccion

El método propuesto se fundamenta en la evaluacion de la funciéon Beta Central B(X), x >0,

con alta precision, a través de la funcién contractil. La férmula que constituye el resultado principal
se obtiene posteriormente, de la aplicacién de una Férmula de Potenciacion para la funcién gamma.

2. Funcion Beta-Central

La funcién Beta Central B(X), para argumento real X >0, se define del siguiente modo:
2.1.- B(x)=B(x,x)
donde B(X,X) = Beta(x, x)
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2.2.-Teorema.- Si 0< X <1, entonces,

B(xX) = 2<7 e

Demostracion.-

2.2.1.-B(x) = T i
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2.3.-Teorema.- Si 0< X <1, entonces,

<12 1= Lio 2% (2% +1).-.(2x + k) J

o 2 (x+1) (X +2).-. (X +1+K)

Demostracion.-
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=i£2 2x (2% +1).-.(2x + k) j

Vil 2N (x+1) (X +2).-.(x +1+ k)

2.4.-Teorema.- Si 0< X <1, entonces,

°° 2x(2x+1).-.(2x + k)
BO) = _( 202k+l X+1)(X+2).- (x+1+k)j

Demostracion.- El Teor. 4 es una consecuencia inmediata de los Teoremas 2 y 3.

2.5.-Teorema.- Para cada par de numeros reales positivos x,y,

B(x+y) = B(X) 1,(2%Y) 1, (2X+Y,y)

Demostracion.- Es suficiente aplicar dos veces el Teorema de Factorizacion para la funcion Beta.
En efecto,

2.5.1.- B(x+y) = B(x+y,x+y)

= B(X+y,X) 1, (2x+Y.y)

= B(x.x) 1, (2xy) 7, (2x+y.y)

=B(X) 1, (2%,Y) 1, (2x+Y,y)

|_
2.6.-Teorema.- Para cada nimero entero positivo X,
2
B(X) _ ((X _1)!)
(2X - 1)!

Demostracion.- La formula proporcionada en el Teor, 6 es una conocida férmula en la teorfa
general de la funcién beta.

3. Las Funciones Beta-n, n=0,1,--

3.1.-Definicién.- Las funciones Beta-n (Bn) para argumento real positivo, se definen por

recurrencia, mediante las siguientes relaciones:

3.1.1.-By(x) =1

01%..

>
I

31.2-B,,(x)=B@) (B, (x)) |
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Nota:La familia de funciones Beta-n, N=0,1,--- ha sido introducida por J. N. Utra.

3.2.- Ejemplos sobre evaluacién numérica de B, (X), Xx>0,n=12,..

3.2.1._133(3 =B(2)B(1) 'B4(%j _

6
g (30 (3

_ ZZ;O [1+ 5 3.5.7.--.(3+2K) J‘

(0 7.11.15.-- (7 + 4k

, (Teor. 2.4)

3.3.-Teorema.- Sea X un numero entero positivo. Entonces,

Bn(x):M 12,...

(2"x-1)! S

3.4.-Teorema.- Para cada nimero entero positivo n,

1 _ n?
BM(E]_ (2 -1)!

3.5.- Ejemplos.-

1 n’ !
3.5.1.- Bs(zj: (22_1)! :F

ad 16
352 B, (5] =T I
2 (24 —1)! 15!

4. Sobre Factorizacion

4.1.- Notacion.-Si g, r son numeros enteros positivos tales que, q es Divisor de r (Factor de r), se
escribirda qFr.

La formula qFr es por lo tanto, una interpretacion del siguiente enunciado, referido a dos
nimeros enteros positivos (|, I': “Existe un nimero entero positivo « tal que o =1".

4.2.-Ejemplos.

4.2.1.- 43F(73+1)

422 (8’+1)F(212’—1) . r=12,..
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423.- 13 F(22°28—1)

424.- 35213 F(25616° —1)

4.3.-Problema.-Dado un nimero entero positivo impar (= 3, determinar dos numeros enteros

positivos o, Ntales que 1+ qo =2".

Observacion.- El Problema 4.3 es equivalente al siguiente:

4.4.-Problema.-Dado un numero entero positivo impar =3, determinar un nimero entero
positivo Ntal que ( F(Z” —1) :

4.5.-Comentario.- El Problema 4.4 puede resolverse mediante una Conjetura propuesta por J. N.
Urra.

i=n
i=1 "’

4.5.1.- Conjetura: Si {q;}

cada indice i,1<i<n ocurre que ¢ es primo, ¢, 23 y ademis i#]=¢ #0q;, 1<j<n,

i=n . , ..
{Oti }i—l son con]untos de numeros enteros pOSlthOS tales que, para

entonces
i=n i_I:‘F(q gt
M A2° -1
1=
Una forma particular que adopta la Conjetura de Urra es la siguiente:

4.5.2.- “Si q es un nimero entero primo y (=3, entonces ¢ F (Zq_l —1) 7.

Nota: La féormula qF (Zq_l —1) ha sido comprobada por Oswaldo Bello para los numeros
primos =3,5,7,11,...,1223.
Hay ademas, otra forma particular relevante, para la Conjetura de Urra.

4.5.3.- Si (,a son nimeros enteros positivos tales que, q es primo y (= 3, entonces,
(27 —1)

Un estudio a profundidad de la Conjetura de Urra, en su forma mas general, ha sido realizado
por B. Saavedra.

La comprobacién para grandes nimeros se ha hecho mediante el uso de Sistemas de Algebra
Computarizada.
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5. Sobre la evaluacion de la Funcion Gamma

5.1.-Teorema. (Férmula de Potenciacién). Para cada nimero real positivo x y cada nimero
entero positivo n,

(r(x))” =r(2x) B, (x)

Demostracion.- Induccion Completa.

5.1.1.-Si n=1, se tiene la conocida formula
(K0 =T (20 B(xx)
5.1.2.-Hipétesis de Induccion.- Sea valido el Teorema para algiin nimero entero positivo n.

5.1.3.-Para N+1 se tiene,

() =((ra)’ |

=(r(x)B,(x)) . (612
=(r(2%)) (B, (%))
=I(2x)B(2'%)(B,(x))” . (511
=I(2"'%)B,,(x) ., (312

|_

5.2.-Comentario Importante.- Sean X,(,Nnumeros enteros positivos tales que, ( es impar.
Entonces, con arreglo a la férmula de Potenciacién para la funcién gamma, es suficiente evaluar

X X
previamente F(aj para obtener posteriormente, el valor de F(Zqu En efecto,

2
5.2.1.- (F[ Zz(qn =F[§JB{ quj , (Teor. 5.1)

De donde,

1

o))

Un caso particular de la férmula 5.2.2 se obtiene cuando g =1. En este caso se tiene,
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s2. (2 )< (x-e, (1)

5.3.-Teotema. Sean X,Q,0,F numeros enteros positivos tales que, 0<X<( y ademis

1+ ga = 2" . Entonces
q r q i-o \Q

Demostraciéon.- Con arreglo al enunciado del Teorema, es claro que debe ser ¢ impar,

q=3r=>2.

=
qo

Ahora bien, aplicando la férmula de Potenciacion para la funcién gamma se tiene,
2 2r
X X X
5‘3.1‘_ (r[_JJ :F(_J Br (_j
q q q
B, [EJF[L j
q q
X X't x .
B,|— || — —+i
[ a ] ( aq J 1:0[ [ a ]
De donde,

e (2)-o[3) 7))

5.4.-Comentario.- Las férmulas 5.2.2 y 5.2.3, ademas del teorema 5.3 y la Conjetura de Urra son

. X . , ..
suficientes para evaluar I’ (— , siendo X,y numeros enteros positivos tales que 0< X <Y.
y

5.5.-Problema.- Evaluar F(L] .
36

Solucién.-

551 T 505 =T 5 |
360 2°45
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1

= (F (lj B3 (LJJS , (Teor. 5.1)
45 360

Ahora bien, 45=3"5. Luego, aplicando la Conjetura de Urra se tiene,

552~ 45 F(224—1)

A partir de 5.5.2 se prueba que 45F (212 —1) .

De donde,
5.5.3.- 1+45.91=2%

Aplicando ahora el Teorema 3 se obtiene,

1

55.4.- F%){Bn%j H%ﬂj J

Introduciendo en 5.5.1 el valor obtenido en 5.5.4., queda

1

8
1

o (ol ()

De 5.5.5 se obtiene la aproximacién:

5.5.6.- F(?)_;Oj ~ 50.87025138219191542228419143096326401989997191652426(83...
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