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RESUMEN.-

Se proporcionan formulas para la evaluacion dedbamsiendo x en cada caso,
un ndmero racional tal que< x <1.

Palabras Clave: Funcion Contractil, Funcion Beta-n.
INTRODUCCION.-

El contenido matematico de esta Monografia esotdirmuacion de los temas
desarrollados en una monografia anterior titulatfuncion Gama” (Sobre la
evaluacion de la Funcién Gama). J. N. Urra- B. 8de. Diciembre 2008.

En aquella monografia se observaron algunas ingpvaes en el planteamiento
de los Objetivos Principales y en la Estructurartarde su presentacion.

Tales imprecisiones fueron sefaladas en los ir@p@$ comentarios hechos por
los Sefores: Martin 'y Axel Vogt, a través del forde Google:
//groups.google.com/group/sci.math.symbolic/. Er09.

Los métodos propuestos para la evaluacion(dg siendo x un namero racional
tal que 0< x<1, se fundamentan en la evaluacion previa de laidanBeta Central
B(x), 0<x<1.

La exposicion completa se ha distribuido en trparfados.

El primer Apartado esta referido a la evaluaciénlalfuncion Beta Central en
términos de funciones contractiles. Sin embargdogpartados que siguen el texto se
aleja del ambito de las funciones contractiles ynd¢aciones no-convencionales,
tomando en cuenta las sugerencias contenidas eorosntarios de Martin y Vogt.
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Funcién Beta-Central.-

La funcion Beta CentraB(x) , para argumento real >0, se define del

siguiente modo:

1.-

2-2.-

2-3.-

2-4.-

B(x) = B(X, X)
dondeB(x, x) = Beta(x, x)

Teorema.- SO< x<1, entonces,

B0=2<, @

Demostracion.-

0 tx—l
B(x) = —dt
J; (1+ 1)
1 Xx-1 o x-1
:j t 2th+j t —dt
o (@+1) L (@+1)

Ahora bien, siD< x <1, entonces,

[ ta=t, @
. (1+ '[)2X X ri(,Zx—l
Lol tX—l 1 7
=— 1
!(1+ 0™ o
_1
_; i,2x—1(1)

Introduciendo en 2-1 los resultados obtenidos-8ry2-3 se tiene,

B(x):§< Q) , 0<x<1

|_

Teorema.- S0< x<1, entonces,

<

i, 2x-1
1-x

1 &1, (x+1,k)
1) =— 2X
$,2x—l( ) 4* ; e
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Demostracion.-

31- <, @=H, @ , o0<x<1
Ix' 2x-1 a,Zx—l
(2x—1,k\lflx)

=> (o1 1
k=0

00

:zzz—ik T,, (2x+k , 1-X)

_1 isz(X’Ll k)
v 7

Observacion.- El teorema 3 implica

( ° 2x(2x+1) - [ 2x+ K

Z:2'“1 (x+)(x+2) - (x+ B K

J , O<xx<1

La férmula 3-2 induce la siguiente férmula de apr@cion para< L l(1) :
7
O<x<l1.

v 2, -tas 2EM(2

El error en la evaluacion dé 1 (1) , 0<x<1, através de la formula 3-3
—,2x-1
1-x

3n
es menor quéo 10,

4.-  Problema.- Evalua< (1) con un error menor quid™°.
Solucion.-
4-1.- < 5(1) < 1 12 (1)

187

12 19 (12 j
] Tk
1, &« 77 17

6

47 :02+113 20 '(13+ k)
77 7

(3-3)

Jal & 12,19 (12 7k
=—|1
4(+22‘+11320 (13 7k
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Para un error menor quiEd *°, debe ser,

_3n
4-2.- 101 <10

N 50
10

500
nz——

3
Luego, bastara elegir>167.

De donde,

k=167 12.19... (12" 7')
4-3- < 5(1)-—( Z 2¢.13.20.- ( 13 7)J

con un error menor quid*°.
Esto es,

4-4.- <7 (1)= 0.574950393555570914371700649766449825265106998

'7

Comentario.- La funcién contracti’. s (1) admite la siguiente representacion integral:
7=
7

4-5.- < (1) 6j dx
(1+x)
La igualdad 4-5 implica:
4-6.-
1
j 5> dx = 0.095825065592595152395283441627749564210851166:
°(1+x)

5.- Teorema.- SD< x <1, entonces,

. 2x(2x+1)-(2x+ K

Demostracién.- El Teor. 5 es evidente, con arragieor. 2 y a la igualdad 3-2.
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Ejemplos.-

1. B(i)_n\y—z ©  6.17:(6+ 11§
11

Z 2.14.25:- (. 14 11k

448 o (5+ 4
2 Bl )_ (“2,1321 13k)8yJ

L, o 1.4.7:( 1 30
5-3. 8(6)—6ﬁ{1+§ 7.1319.. ( 7 6%]

6.- Teorema.- Para cada par de nimeros realesvpgsitiy,
B(x+y) = B(X) T, (2x,y) T, (2x+y.y)

Demostracion.- Es suficiente aplicar dos veces etehea de Factorizacion para la
funcion beta. En efecto,

6-1.- B(x+y) = B(x+y,x+y)
= B(x+y,X) T, (2x+y,y)
=B(X,X) T, (2X,Y) T, (2X+Y,y)

=B(X) T,(2x,y) T, (2x+y,y)

|_

7.- Teorema.- Para cada niUmero entero positivo X,

B(x) = (x-1))

(2x-1)!

Demostracion.- La formula proporcionada en el T@oes una conocida férmula en la
teoria general de la funcion beta.

8.- Comentario.- Los Teoremas 5, 6 y 7 son sufieepara evaluaB(x) , x>0.

Ejemplos.-

8-1.- B(%) - B(—;+3)
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= B(%) L, (LY, (4.3 (Teor.6)

1.2.3 456

_ 5
1024

8-2.- B(%l) - B(—§+2)

[EEN
+
NgE

5.9:-- ( 5+ 4K
13.21.- ( 13 8)(] - &3

k

1l
o

Nota Importante: En adelante la evaluacion de la funcion Beta @ese hara a través
de los Teoremas 5,6y 7.

Esta es una manera de alejarse del ambito derlamfes contractiles y de
notaciones no-convencionales.
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.- Las Funciones Beta-n,n=1,2;--

1.- Definicion.- Para cada numero entero positivae define la funcion Beta-n,
(B, ), para argumento real positivo, del siguiente modo:

1-1- B,(x)=| (B(2““x))2il . x>0

1l
S

oy

Nota: La familia de funciones Beta-n=1,2;--ha sido introducida por J. N. Urra.

En los siguientes ejemplos se usara la notaci@nnativa Br(x) en lugar de

(B(x)) . r=12..
1-2.- B,(x)=B(x)
1-3.- B,(x)=B(2x)B?*(x)
1-4.- B,(x)=B(4x)B*(2x) B*(x)
En general,
15.- B,(x)=B(2""x)B*(27?X) - B* (X

2.-  Ejemplos sobre evaluacion numéricaBjgx)

2-1.- BZGJ =B(1) .BZ(—Q

(
™
2-2.- B, ej =B(2)B*(1) B“(%)

- g uom(e(
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4
:—T[2 [1+z 35.7:- (3 24 J (Teor. I-5)
2430 = 71115 (( F 4
2-4- B,(1)=8(4)B(9 B (]
1 (1) .\
== (1
il s @
=1
5040
3.- Teorema.- Ley de Recurrencia.- Para cada numeat@ositivo X,
B,.(x)=B(2'x)(B,(x))° . n=12.

Demostracion.-

2i -1

3-1- Bnﬂ(x):iﬁ(g(znﬂ_ix))

Cambiando indices=j+1 , se tiene,

4.- Teorema.-  Seaun numero entero positivo. Entonces,
o
-1)!
B, (x) :M ,  n=12,..
(2x-1)1

Demostracion.- Induccion completa.

4-1- n=1, B,(X)=B(X
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_((x=0)°

_(2)(——1)! , (Teor. |'7)
4-2.- Hipétesis de Induccion.- Sea vélido el Teaegpara algin numero entero
positivo n.
4-3.- Paran+1 se tiene,
B..(X)= B(2n x)(Bn(x))2 : (Teor. 3)
2 2 \2
2"x-1)! 1)1
:(( )) : ((X 1)') : (Teor. I-7), (4-2)
(2 x-1)1 7 (2'x-1)
(G

4-4 Bn(l):(znl i n=12
_ 1 _
4-5.- B"(Z)_(Z””—l)! n=1,2
5.- Ejemplos.-
_ () _e”
5L- By(4)= (°.4-11 127!
_ 1 1
52- By()= (-1 s1n
6.- Teorema.- Para cada numero entero positivo n,

ou(3)-

Demostracion.- Induccion completa.
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6-2.- Hipoétesis de Induccidn.- Sea vdlido el Teagpara algiin nimero entero
positivo n.

6-3.- Paran+1 se tiene,

BW(%) ) B(Z”) [BM{%DZ ’ (Teor. 3)
(-9 ( & Y
= (2n+1—1)! ((2:[2_]) J , (6-2)
_
_(ZT-l)!

L
Ejempos.-
6-4.- Bg(lj:i:n‘l
2 (22—1)! 6
6-5.- B{Ej:izﬁe
2) (2*-1)1 15!

10
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lll.- Sobre la evaluacién de la funcién gama

1.- Teorema.- Para cada numero real posiiwpcada nimero entero positivg

(r(x))" =r(2"x)B,(x)

Demostracién.- Induccion completa.

1-1.- Sin=1, se tiene la conocida férmula
(F(x))2 =T (2x).B(x,x)

1-2.- Hipotesis de Induccion.- Sea valido el Teagrara algin nimero entero
positivo n.

1-3.- Paran+1 se tiene,

=(r(2'x) B, () , (1-2)
=(r(2'x)) (B, (%)’

=1 (2"x) B(2'%) (B, (X))’

=T (2n+lx) 'Bn+l(x) , (Teor. 11-3)

Nota.- La formula proporcionada en el Teor. 1 eas tformula de Potenciacion” para
la funcidén gama.
Es claro que se trata de una potenciacion regtéang exponentes de la forma

2", n=12;-

11
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2.- Proposicién.- Para cada numero real posikvg cada namero entero positivo

”' Mo z)

Demostracion.- Aplicando la formula de potenciaértiene,

Observacion.- Si x es un numero entero positimoPtop. 2 se reduce a la
férmula siguiente:

Es necesario percatarse de inmediato de la impiatale la Proposicion 2 y
particularmente, de la férmula 2-3.

Los ejemplos siguientes son aplicaciones de hadé 2-3,

S U

(2-3)

N—
I

12
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1

L)

H)

3.- Proposicién.- Segun namero entero. Si existe un nimero entero positial

queg=2"-1, entonces,
1
3G
q q q

Demostracioén.- Siq= 2" -1, siendon un nimero entero positivo, entonces,

o (R (FRE - e
{udfa()
R

o= () =l

Esto es,

13
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q
o< () 53
q q q
De donde,
1
q
oo el
q q q
-
Ejemplos de aplicacion de la Prop. 3.
1
3-5.- T }j= —182(—1j ’
3 3 3
1
36- T 3j= }B{—lj '
7 7 7
1
37- T i)= i|34(—1j N
15 15 " 15

4.- Comentario.- La formula de potenciacion propmrada en el Teor. 1,

41- (r(x)) =r(2x)B,(x) ., x>0, n=12,.
puede ser utilizada para determinar el valortﬂre) cuando se conoce el valor de

F(Z” x). En tal caso se tiene,

1

4-2.- F(x):(F(Z“x).Bn(x))E , x>0, n=12..

En los ejemplos que siguen se combina la férmiladn las formulas
proporcionadas en las Proposiciones 2 y 3.

14
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{H ) (3
(e ()]

5.- Proposicion.- Para cada numero real g>0,

(CREERS)

Demostracion.-
o
2
st (%))
29 2¢
1
2
= r[qﬂj.Bl(q”D
q 2q
_ 1#)_8(&1]
qa \q 2q
|_
Ejemplos de aplicacion de la Prop. 5.
5.2.- r@:r(ﬂj
8 2.4
1
1 (1 5))2
==l =1B|= : Prop.5
G306 P03

NI

16
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5-3.- r(ﬂj:r(ﬂj
16 2.8
(Prop.5)
B O
8 8 16
e (o)o(3)
2 8 16

Comentario.- También puede determinarse el vabrFé%j mediante la

I
Wl
-
ol
;_/
w
|

[N
(o]
o' =
N |

NI~

aplicacion directa de la Prop. 2. En tal casoeseti
9 9
5-4.- T| ===
St
1
9 ) \6
=1(9).B,| — : Prop.2
( ©) 4(1«5)] (Prop-2
1
(oo 5
16
Nota: Es claro que los resultados 5-3 y 5-4 sowaaantes. En efecto,
5-5.- 8!B, (gj =8! B(gj B? (_gj B“( 9) BB(—QJ : (1.1-5)
16 2 4 8
SELE) _1 - (_sg
2 2124 2 1

~7<¢( 53 B“(—lJ Bg(—QJ

"2 2 4 8 16

1 1 9

=—_B,| = |B?| —
2% (8) (mj

17
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6.- Teorema.- Sean g,n,X numeros enteros positivos tales que,
g=2"-1, 0< x< g entonces,

1

(-GG
6-1.- [r GDZ = r(z;xj.sn (TXJ , (Teor. 1)

T 2 x—x+le8n(§j
q q

_r MJB(_XJ
q q

1

o
=1

| >
=
o | x
S~
ﬁ:>'<'

L
7 N\
ol
+
N—

Luego,
x )’ X )2t x
o o) (2l
q q 1=0 q
De donde,

18
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7.- Comentario.- Sig=2"-1para algin nudmero entero positivg entonces puede

. X .
aplicarse el Teor. 6 para evaIU'aE—j , para cada numero entexq tal que0< x<q.
q

Los siguientes ejemplos son aplicaciones del Teor.

7-1- 15=2'-1
r(%: BA(EJ-—Z-(—ZHJ |
15 15) 15\ 15
{15
225 ‘15
7-2- 7=2-1
1
r(éj: Bg(éj.é_[_m} .(_3+ zj 7
7 7) T\ 7 7
1
7
= @83(_3)
343 7
El Teor. 6 tiene todavia mayor alcance, obsénassifuientes ejemplos:
7:3- r@:r(ij
5 15

= B4(§j.i.(—3+1j .[—3+ ZDH , (Teor. 6)
15) 15\ 15 15

Sl

N TEIE
-(Be(gj.lz [9+| j , (Teor. 6)
10 1

19
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1

_( 498005 200 63

8.- Teorema.- Si q,xson numeros enteros tales qug es impar Yy
adema®< x<(q, entonces existen dos numeros enterosy que satisfacen las
siguientes condiciones:

a) 0O<y<g

> () e

Demostracion.-

8-1.- Sean= ml'n{ kOO /2 x> (}
De 8-1 se deduce,

8-2.- 2'x=q+y , O<y<q

Por otra parte, aplicando la férmula de potenéragara la funcion gama se
tiene,

B
q q
=r(qu ]Bn(fj , (8-2)
q q
De donde,

()

. p . , . X
9.- Comentario.- La formula 8-4 constituye unapasa determinar el valor dé(—j ,
q

o<
N——
o
>
7 N\
olx
N——

con arreglo al Teor. 8.

Distinguiremos tres casos.

20
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9-1.- Primer caso: Se conoce el valor HEXJ . En este caso se tiene,

Harnle)

9-2.- Segundo casq. = x . En este caso la férmula 8-4 toma la forma sigaien

2] =2e(2e )

De donde,
1
2"-1
603)
q q q
9-3.- Tercer casoy # X y no se conoce el valor d'e(%j . En este caso puede aplicarse

nuevamente el Teor. 8 para evaluar aHc rg/— . Existen entonces dos numeros enteros
q

(r(XD =5r(fj5m(l’j . 0<z<q , (Teor.8)
q g la) "lag

Si la férmula obtenida en 9-3 permite determidara¢or de F(Xj, entonces se

q

m, ztales que,

aplica 9-1 para obtener el valor ﬂ%gj .

De otra manera, & = x, entonces la formula 9-3 queda,

UEIRIEE

combinando ahora 9-4 con 8-4 se obtiene,

) =ar el )

De 9-5 se deduce una formula para eval'{a)qéj :

21
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. : - . z
Si z# x, se repite el procedimiento para evaluar en estsidn F(—], en
q

forma analoga al procedimiento seguido para eveﬂ{e&j y seguidamenté& (ij .
q q

Después de un numero de aplicaciones del Teor. 8, siguiendo en cada ehs

método sugerido en el Comentario 9, se obtendrafamaula para evaluar(ij.
q

Obviamentea <q-1.

10.- Problema.- Determinar una formula para evalﬁérl%j, en términos de

funciones Beta-n.

Solucién.- En la solucién del Prob. 10 se aplicatdTeor. 8 y se seguira el
procedimiento indicado en el comentario 9.

10-1.- 2°.3=17+ 7

Luego,
3N 7 (7 3
ri2)] =Lr(Llg,[=2 , (Teor. 8)
17 17 \17) 2 17
10-2.- 22.7=17+ 11

22
F(lj =1—1F(ilj Bz(lj , (Teor. 8)
17 17 \ 17 17
10-3.- 2.11=17+ &

(2 -2(Eel . e
17 17 \ 17 17

22
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10-4.- 2°5=17+ ¢

(F(ED =ir(—3j82(—5j , (Teor. 8)
17 17 \ 17 17

La aparicion del (1—?’7) en el segundo miembro de la igualdad 10-4 indiea q

las aplicaciones del Teor. 8 terminan aqui.

Ahora es necesario combinar las igualdades 10@Y. Para ello se sigue una
rutina que involucra 10-2 y 10-3.

G-EEE
IR -
EEEEE
I oo
G AR
() (o)) (e e Y (o e

23
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De donde,

32 8 4 4 8 32\ 255
voar()-\ (5] (5[ e 5l (e e
17 17 17) \ 17 17 1 1 1
La siguiente aproximacion par'a(l—?’?j se obtuvo de 10-8:

r (1—?’7) =5.24031696619147753196197815959544279833461299-

Observacion.- La aplicacion del Teor. 8 y el métedgerido en el Comentario 9
no es la Unica via para resolver el Prob. 10.
En efecto, el Teor. 6 abre otra posibilidad.

10-10.- r(ij:r(ﬁj
17 255
B ﬁ i=44 ﬂ _ %
) (Bg(zssj [] ( 255+'D ’ (Teor. 6)
_ 3\ 3 é
(=g )HE)

Nota: Es claro que los resultados 10-8 y 10-10 niske concordantes. La prueba de la
concordancia entre 10-8 y 10-10 sigue una rutidoga a aquella que se siguié para
probar la concordancia entre las férmulas 5-3 y 5-4

La siguiente aproximacion par{l—g?j se obtuvo de 10-10.

r (1—:37) =5.24031696619147753196197815959544279833461299

11.- Comentario.- Existen todavia otras vias peatuar I'(l—g'?j :

En el siguiente procedimiento se combina la foentdd potenciacién con el
Teorema de la Reflexion.

w13 =r(fF)e.(3)
“r(ei)e(3)

24
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({3 SRS

De donde,

1
11-3.- r( 3) Asan E)B4(—3'j K
17) (289 "1 17) ‘17

Nota Importante: A partir de la igualdad 11-2 pusdguirse los métodos del Calculo

Contractivo y eludir asi trasladar el problema aevaluacion de‘(l—g'?j al problema

de la evaluacioén previa c@s{f—?} como indica la formula 11-3.

De 11-2 se tiene entonces,

e (3] 53
17 289"\ 17 17 1

434 17 17
= 3<137(1) 14<17(1))B (17j

De donde,

434, 1 1 3\
11-5.- r( j (F(3<137(1)+171<ﬂ(1))84(1_7))

El procedimiento sugerido en el Comentario 11 wedédmenta en los dos
Teoremas siguientes:

12.- Teorema.- Si|, n son numeros enteros positivos tales que2" + 1, entonces,

et

Demostracién.- Aplicando el Teorema de la poten@iase tiene,

25
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De donde,
1
12-3.- T (lj = (nCsc{Ej B, (EDq
q q q

13.- Teorema.- Sean gq,n,X numeros enteros positivos tales que
g=2"+1,1< x< @, entonces,

) mes{)o2) 2-)

Demostracion.-

Luego,

26
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s (r{a]) () (-3 (-3
el

s 3o 3 -4

14.-Nota: Los Teoremas 12 y 13 pueden aplicaramaontexto mas amplio que aquel
que sugieren sus enunciados.

Obsérvese en detalle el siguiente ejemplo:
14.1.- r(ij=r(£j
13 65
1
i=3 65
= ntcs {SHJBG(EJFJ(ﬁ i——5j ” , (Teor.13)
65 65/ 1. 65
1
Tt 1)\2 . 1))
= nCsq — |B,| — I+ i-—
‘{13) 6(13j|_|( 1?3)
_( 5814001 . ({ J ( ;
28561

De 14-1 se obtiene la aproximacion,

14-2.- T (%j =12.4939108170965395435499042707672444328324221

27



