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RESUMEN.-
A partir de una sencilla férmula de duplicaciom, aplican las funciones
contractiles a la evaluacion @éx), cuando x es un numero racional positivo.

Palabras Clave: Funcion Contréctil, Funcién TaapEtimero Sigma.
INTRODUCCION.-

El contenido matematico de esta monografia esanmaliacion de unas notas
preparadas como tema de discusidon en un seminatioe s“Topicos para la
Investigacion en Mateméticas” dirigido a los profes de Matematica del Nucleo de
Nueva Esparta de la Universidad de Oriente. Eirsammo formaba parte de los eventos
gue se realizaron en conmemoracion del Aniversdficc0 de la fundacién de la
Universidad.

Para entrar en la materia del Seminario, se pi@senprimer apartado a modo
de “Preambulos” que contiene algunos conceptosdomede la teoria de las funciones
contractiles, que son utilizados posteriormente laeobtencion de formulas para la
evaluacion de la funcion gama.

En el segundo apartado se muestran métodos paraliaacion de la funcion
beta. Los resultados obtenidos se aplican mas radela la generacion de series
numeéricas que en cada caso, hacen posible la ei@iudel (x) para valores racionales
de x.
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l.- PREAMBULOS

1.- Primera Contraccion- Sea x un numero real no negativo. Por Primera
Contraccion dex se entiende:

10 x = x(1+ x)™*
1-1.- Observacion: D<a <1, entonces existe un numero reatal quea =10 x.

2.- Contraccion Geométrica- Por g-Contraccion Geométrica de se entiende
(A0 x)?. Donde x,q son numeros reales no negativos que no se anulan
simultaneamente.

3.- Contraccion Factorial- Para cada par de numeros regleg tales quep=0 ,
g> -1, se define la g-Contraccion Factorial pleanediante las siguientes relaciones:

3-1.- 1997=1
3-2.- 19K =10 (g+ K)p).1*UP | k= 1,2,
4.- Funcién Tau-Beta — Por Funcién Tau-Beta se entiende la funcion
1,(X,y) :M , X,y,z>0
B(z,y)
dondef3(x,y) = Beta(x, y) : etc

4-1.- Nota: La variablees referida como Base de la funciofx, y) .
5.- Propiedades de la Funcion Tau-Beta
5-1.- Ley de Inversion.

Ly (zy)=1
5-2.- Primera Identidad Tau-Beta.

,(z+X,y)=1,(z+ y,X)

5-3.- Segunda ldentidad Tau-Beta.

T, (2,Y) =T, (2,X)
5-4.- Teorema de Factorizacion.

T,(X,u+y)=1,(x,u)T,, , (X+ u,y)
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5-5.- Teorema de Simplificacion.
LYW Y)=T,(uY)
5-6.- Definicion.
L(xy)=Bxy) . xy>0

5-7.- Observaciones:

1) La Ley de Inversion no es aplicable a la funcigy(x, y) .

o 2) El Teorema de Factorizacion es aplicable anaibn Beta, en la forma
siguiente:
B(x,u+y)=B(x,u)T, (x+ u,y)
5-8.- Definicion.
1,(z+x,0)=1 , x> 0,z (

5-9.- Observacion.- La definicion 5-8 es compatibte la primera identidad Tau-
Beta.

En efecto,

1,(z+x,0)=1,(z+ 0,x)=T1, (z,XF :
6.- Teorema.-
19KIP = 1+ q+ k%) > O0p-1lk 12
7.- Funcién Geométrico-Factorial. )({pyq)
H o0 =3 (10 )™ 404 . P 0% (
k=0
8.- Teorema.- Para cada nimero entero positivo
Ho00=HO+1o"H o« ,  p>0
Donde, Hg%(x) :n_l(lﬂ x")q+k+1 gkl
k=0



8-2.-

8-3.-

10.-

11.-
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Demostracion.-
H oo = (10 %)™ 4240
k=0

n-1

(1D Xp)q+k+1 q K p) + i(lﬂ )P)q+k+l .iq'k‘ D)

k=0 k=n

= HOx) +§(1D x0)" T e

Pero,
gl =T,,(+ g+ n+ k, p*) , (Teor. 6)
=T,,(+qg+p*, nt+ k) : (5-2)
=T @+ Pt K, (B ar P+ 0k, (54)
=T, @+ g+ n, p)T, ., (& or nt kP : (5-2)
=q@rlp) g@nker  (Teor. 6)

Introduciendo en 8-1 el resultado obtenido endgx2da,

00 = HO x) +10" Pi(lm )" g

=000+ 1T 0
|_

Teorema.-

S H ) =X DL 00 HIpANE) X)L e ¢

Funciones Contractiles <p’q)
<p,q(x) = xl‘pHpvq(x) , p,g= 0 ,x>C

Proposici(')n:lirr(l) <pvq(x) =0 , p,g= C
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12.- Definicion.
<, (=0 , poz¢C

13.- Teorema.-

%<p,q(x) = (L+pg)xX (@ X+, e

13-1.- Nota.- Otra forma para la derivadaée,;’q es:
d
o0 = @@ XY= @ T e
14.- Teorema.- Sp>1y q=0, entonces
: 1+ 1 1
im <, ) ==2Pp(g+=,1-2)
Xme p Y Y
Demostraciéon.- Usaremos la “Forma Integral’@qj,q. Esto es,

14-1.- <pq(><) =@+ pq)[ I tp)q+1

La forma integral dc<p’q se obtiene a partir del Teor. 13 y la Prop. 11.

14-2.- De la férmula 14-1 se tiene,

||m<pq(x) 1+ pq)j (& tp)qﬂ dt

Haciendo el cambio de variable= 111 t* en la integral impropia del segundo
miembro en 14-2 queda,

14-3.- Ixizrl<pyq(x)=l+TJ‘ - W) du

0
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15.- Teorema.- Para cada niumero entero positivo
< J) = <‘”)(x) LR ben® . P2 0,x>C
™ (v) = y1PH O
Donde, <p,q(x) =x' pHpvq(x) , x>0

Demostracion.- Este Teorema es una consecuemeexiata del Teor. 8.

16.- Proposicion.-

< NOEE S

Demostracion.-

16-1.- <p,q(1) =@ , @0

(o™t 4 @)

Ms

k

<23 (107)

k=0

1l
o

[N

L (1+1)

2q+l

17.- Teorema.- Para cada numero entero positivo
~ (n)
<p,q(1) '“<p,q(1) ) p,q=0

3n
Donde el error en la evaluacion aproximad@gq( ) es menor quéo 1,

Demostracion.- Con arreglo al Teor. 15, se tiene,

17-1.- < =<o@+<Lay . =12
17-2.- Pero, 1079 <Ly << @)
<27@m , ( Prop. 16)



18.-

18-1.-

19.-
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Proposicion.- Para cada numero reeall,

<, <

a (1+0(")q ' P.a= 0

Demostracion.-

Lol =0

— ap—li(llj ip)q+ kel q@k|p)
k=0 a

af k:O aP
g+l
:ap‘l(mij .(1+ij
af a’
11
a (1+aP)e
Gy 0 o
+q

Proposicion.- Para cada numero eall y cada numero entero positivg
1 o1
T =<0 paz0

Donde el error en la aproximacién es menor (fue® )"

Demostracion.-

19-1.- Aplicando el Teor. 15 se tiene,

L) =<0+ ) n=t2e
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Pero,
19-2.- el Ly Ly N=12...
: parnt ) = Tpaenly ’ r e
<(1+0(")'(Q+n) , (Prop. 18)
<(1+a®)”

|_

20.- Nota: Los Teoremas 17 y 19 proporcionan foamnuale aproximacion paé 0a(X)

0<x <1y tienen incidencia significativa en la evaluacd®la funcion contréctil, con
alta precision.

21.- Complemento Contractil de<p’q.- Si p >1, pg >], entonces la funcién,

L=, ) o

pg-1 pi_l

es referida como “Funcién Contracti Complementariao también como
“Complemento Contréctil de” | .

22.- Teorema.-

izpq(x) =" :
dx " (1+xP)

23.- Teorema.- Sp>1, pg> 1 entonces,

dx :< (
(1+Xp)q p.q

a) , a>0

Q ———y 3

24.- Elnimero Sigma V)

Sea X,,X,,--- una sucesion de numeros reales que satisfaceidaerges
relaciones:

k

24-1.- Xo=1 , X =
2+4k

X, . k=12

Luego,
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24-2.- X <— , k=1,2;-
4
Sea ahora
k=n
24-3.- S, =Y X , nN=12-
k=0
ParaS, se tiene,
k=n 1
24-4.- 1<§, <> = , n=12
k=0 4
De donde,
4
24-5.- 1<S§ <§ , n=12.

De 24-5 se deduce que existe un nimeroYegbigma) tal que,

24-6.- N =limS,

n- o

Puede probarse que en rigdr, satisface la desigualdad,
4
24-7 .- 1<N <—
3
Otra forma para el nimerd es:

24-8.- N = ixk
k=0

A partir de la igualdad 24-8, puede obtenersefarmaula de aproximaciéon para
el nimerdN . En efecto,

24-9.- Tzzxk , n=1,2;-

con un error menor quid 5,

Ahora bien, la siguiente sucesion de numeros sesd¢isface las condiciones
enunciadas en 24-1,

k!

24-10.- X, = :
K26 1.3 (1 2K)

: k=0,12;--
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La férmula

k=100 K

24-11.- N = :
; 2.1.3:-- (% 2K

permite obtener la siguiente aproximacion paraigieroN .

24-12.- N =1.2091995761 5614523372 9385505
7704881893 7749872849 37170465¢

con un error menor qukd *°,

24-13.- Nota: La fraccién“;%; genera una aproximacion ¥ con cuatro digitos

decimales correctos. En efecto,

%=1.2091(71076-
2835

25.- Teorema.-

25-1.- ZB(k'k)=iM

=i 2.k!
2 241.3: (¥ 2K)

10
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26.- Problema.- Evaluar La integral definida,

1
S
o 1= X+ X
Solucion.-
1 1
61— axe]— 1 o
o 1= X+X 5 1= X(1- Xx)
l (o]
j(z x(1-x))") dx
o k

e 1M

(x)k_l (1- x)*™" dx

O t—_— <|3|

= B(k k)

=

-\

27.- Nota. Los resultados siguientes pueden olseresepartir del Prob. 26.-

1
27-1- | ! ax=2V+1in2
) 1+x 2 3
1
27-2.- [ dx=2Y -ZLn2
) 1+x 2 3
27-3.- J';zdx:‘r
1 1= X+X
Tl
27-4.- j1+x+x2 dx=N"
0
1
27-5.- j1+X1+X2 dx_%T
0
2
27-6.- | L =3V
1 1= X+X 2
1
27-7- | 1 ax=>T+ling
o 1+ X+ X
27-8.- j1+x}+x8d =§1T
0
1
2
27-9- | L x=IV
o 1= X+ X 2
1
2
27-10.- ! ax=2V4+1ins
) 1+x 4 6

11
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2

27-11 1 ax=3V+11n3
)1+ x 4 6

27-12-f L =17
o IEXEX T+ X7+ X+ X 2

Los resultados 27-1, 27-10 y 27-11 implican respamente, los siguientes:

27-13.- <3(1)=%T+%Ln2
27.14-< (A =1T+11n3
2 4 6
27.15-< (2)=3 T +1n3
4 6
El resultado 27-2 implica,

27-16.- <3(1)=T—§ Ln2

2

28.- Problema.- Evaluar la integral definida,

T 21 5dX

Solucién.-

wIinN

28-1) dx

P ) 0
wlin
+ |k
X
wlo
o
X
1
P ——y
=
il b
X

=3<3(x%)

=3(<,2-<,@)

=33V +ina-Ev+ling)
4 6 2 3

_3

——T+£Ln3 -Ln2
4 2

12

(27-13,27-15)
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II.- EVALUACION DE LA FUNCION BETA

Seanu, vnameros reales tales qug< u< 1, 0< v< 1. ParaB(u, V) se tiene,

1. - B(U,V)zf(liuvdt

u-1 bl u-1

oot t
=I u+v dt+J‘ u+v dt
o (1+1) y 1+ 1)

1 1
=2 w2 @
—,utv- u U
De donde,
1 1
1-1- puv==<, @ + =<, @
u v’ u+v-1 \V o u+v-1

Siu+v =1, entonces 1-1 queda,

12 B(u,v)=%<1 (1) + %<1(1)
SiO<uc<],
1-3.- B(u, u) =§<1 o

11)_ _
21.- B(E’Ej =4< (1) , (@3
:4]_-[
4
=T
12 £ _
2.2 B(é’é)‘3<3(1)+2<3(1) (12

=3¢ +5Ln2)+§(T —Ean)
2 3 2 3

:3T

13
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13)_ 4 _
23.- B(Z,ZJ_4<4(1)+3§2(1) )
=<+ <, )
:4(n+2Ln(1+x/_2)+Tt— 2Ln(1+x/_2)5
42 42
=1/2
15)_ 6
2-4.- B(E,Ej—6<6(1)+5<2(1)

=6(< )+ <.
=6(T[—\/§Ln(2—\/§)+ m++/3 Ln(2—x/_3)5

6 6

=21
Comentario.- Salvo la “novedad tedrica” presentada2-2; los ejemplos anteriores

tienen como Unico objetivo, mostrar que la formlHa es compatible con la conocida
formula:

2-5.- B(a,1-a)=acscom) , O<a<:

A patrtir de las formulas 1-2 y 2-5 se determin@ifuiente coleccion de valores
notables de8(u, V).

3.-  Valores notables dg3(u,v) , u+v=1
11
3-1.- ===
B(z 2) "
3-2.- B(l,gjzsﬂ'
33
3.3.- B(E,Ejm\/ﬁ
4 4
34 B(l,f i/ 50+ 16/ 5
55

2 3
3-5.- 22|z
Plss

14
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3-6.- B(%—g =2m
3.7.- B(%,g =7, + <, )
3-8.- o 2.2]= 2 @+ < )
3-9.- B %; ZTZ,(<7(1)+ <z(1))
3-10.- 8 1,7 )=m/2y2+ 42

8'8
3-11.- B :;’,g =m/2y2-+/2

1 9)_
3-12.- B(E’l_o =n(/5+1)

3 7\__ =
3-13.- Bl 10'1 =n(/5-1)

1 11)_ 9 2m
3-14.- B 1515 'ETJrE

5 7)_ 9 q_2n
3-15.- B 1—2,1—2 —ﬁ \/E

1 14 9
3-16.- = Zl=m/5+2/5+=-N"
g 15’15 e 2
3-17.- gl 2 _ i f5e 2/5- 2N
15’15 2
2 13) 9
3-18.- £ 2 =2N +m/5-2/5
P 15'15) 2 VE
3-19.- | L 819N /5o 25
15'15) 2

15
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3-20.- B

i,E’j = W2y 2+ 2\ 244/ 244/ 2

16 16

3-22.- Bl L 2% -2+ /5+/15+ 6/ 5"

3-21.- B(L,E’ :EZ(JE(3+\/_5)+ /55’

3-23.- B(i,@ =

an
60°60) g /3-y15-10- 2/ 5

Obsérvese en detalle la solucion de los problemeasiguen:

4.- Problema.- Evaluar la integral impropia,
T dx
+ 1-x* +x
Solucion.-
T odx T 1+ %
4-1.- = dx
~([1—x4+x8 ~[1+ X"

__B(liz %j 128( 12 1;

19T2n 19T2n

TN A TN RN U

(3-14,3-15)

-3\

5.- Problema.- Evaluar la integral impropia,

T X
.[ 5 1odx
o 1= X" +X

Solucioén.-

16
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5-1.-

2 13
_3(1_5 Tsj 1£( 15 1;
=% 9N +2m/5-2/5 )+% (N -2m0/5- 2/5)

(3-18,3-19)
_3\
5

6.- Problema.- Evaluar la integral impropia,
j (x?Ln(1+x°) - 9x2 Ln(x)) dx
0
Solucién.-  Sea el valor numérico de la integral del Prob. 6.

6-1.- A= sz(Ln(1+ x%)—Ln(x%)) dx

0

sz Ln(1+ x~°) dx
0

x
N
/s
—
X
®
o
o
X

Z(].D X—g)k+1 (k [1) )dX

/\

1
— 3 O3 O3
X

N
-
—
X
©
~
o
X

1
=~ o
M ZDe
TN
O3
-
+
x | X
(e}
N
x
T
=
o
N~
=
-
=)

x
g
Wik Ok

17
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Iy L2 . 32
3 & 3
=1, (2K
3 33
A 12
3 2-24
3
=N
7.- Problema.- Evaluar la integral doble,
s dxd
([t
Solucion.-  Sea el valor numérico de la integral del Prob. 7.
_oooo X14 yz
7-1.- A —-([g[w dx dy
Luego
TExMy?a+x™)
7-2.- A=||———F—dxd
e

1T sy dy + 12 <y
=— dy += d
15£y ,(y*%) dy 5£y +(y*) dy
Evaluando separadamente cada término del seguieticbno en 7-2 se tiene,
7:3.- L1y <) dy= iT V7 H %% dy
15

.[(yﬂz 10 y—so) kel q(k 12) )dy

k=0



7-4.-
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=—0 . (9

15 , 5 _Em 27 -5
Eiy <y )dy—5£y H o) dy

:éj(ywz(lm y—so)k+1_1(k\e) )dy

0 k=0

|
[N

14 1
3(15’15)
90

_2m 5+2\/_5+ S
180 180

(3-16)

19



Disponible en http://www.contractil.com

Introduciendo en 7-2 los valores obtenidos eny7/34 queda,

_T/50-10/5 2w/ 5 2/ 5 9
7-5.- A= + +— N
450 180 18(
_TW25+10/5 1o
150 20
Esto es,
00 00 14 ,2
7-6.- .[.[ Xloy 20 dXdy:T[ 25+10\/_5+_1T
oy 1-x"+x 150 2C
=0.20459435i
8.- Teorema.- SD< u<1, entonces
2 &G1,,(1+u,k)
u,uj) =
B(u,u) u.4 ; x
Demostracion.-
8-1.- sluu)=2<, (@

) ,  O<u<l , (12
ﬁ,Zu—l

S aoape £
=0

Z%.Tzu(2u+ k,1- u)

k=l 22
_ 2 &1, (utlk)
_u.4“é x
|_

Comentario.- La formula proporcionada en el T8ayenera en cada caso, una

serie numérica para evalugfu,u) , 0< u<1
Ejemplos.
3
1 l ® Tl(E!k)
8-2- B|=,=|=
2'2) & %
3
© Tl(E’k)
=201+ —=4—)
k=1

20
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= -k
—2(1+z )
3 5 7 1
k=1 2 = E+k
222" % )
i -k
=i (l+ 2k9
=T
Nota: El resultado
1 12 123 Tt
1+=+——+ +..o+=—
3 5 3.5.7 z
lo obtuvo Leonhard Euler
4
T,(5.K)
11 6 ;3
8-3.- == l====) -2
3(3 3} 34% A
4
RACHY
_3§/§(1+Z 3 . )
a2
Tz(g,k+1)
=32+ Y =)
k=0
. 238 Gk
=392 (1+ 333 3 )
k:02k+1i‘Z£).. é’+ k)
333 73
© 2.5.8:.(2+ 3K)
=3¥2 (1
;2“1.4.7.10.-. (4 3kf
Los siguientes resultados se obtienen tambiénjamiedla aplicacién del Teor.
8.
84 B(g _2) A8 i 41118 (4 7K),
77 X .9.16.23:- (3 7K)
o5 B(é Ej 113_2( Z": 10.21.32 (16 11k)
' 11'11 2" .16.27.38. .(16 11?<

21
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8.6.- B(l 1) 203, " 2.2 3)2 ¥ 3 (2@ (k 1{3)
| V3’3 4ﬁ & 2.3 2/3)@ d 3)- %

Observacion: El Teor. 8 tiene una implicacion intaote.
En efecto, el Teor. 8 implica

O<uxl

L AB(uY) _1eT,,A+uk)
8-7. 5 _ué ¥ ,

De donde,

1 1&1,,(1+u,k)
8-8.- —ul==)y & Y , O< u<1
B(Z j ug x

Ejemplo.

8-9.- B(%,%J:4i 52* ,  (88)

© 1.3.5: (B 2K)
205913 (5+ 4k}

Los siguientes resultados se obtienen tambiémta ga la formula 8-8.

12)_13 . & 41730 (4 13k)
8-10.- B(z 13) a Z2*1.15.28.41-.- (15 13k

11 o, 1470 (¥ 3K)
ot B( j 2(;71319 * 6K

9.- Teorema.- Su, v, x,y> 0, entonces

B(u+x,v+y)=B(u,v) 1, (ut+ v,X T, (W W X,y)

22
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Demostracion.- Es suficiente aplicar dos vecdsakema de Factorizacion para
la funcion Beta.

9-1.- B(u+x,v+y)=B(u+ x,V) 1, (u+ v+ x,)

=B(u,v) 1, (u+ v,X) 1, (Ut v+ x,y)

|_

El Teor. 9 permite dar mayor alcance a las apbees del Teor. 8 y de la
férmula 8-8.

Ejemplo.-

2 o1

B(—1+3,—2+ 2)

_ 160 +i 135 (k 2 oo

5.9.13:- .(3 4K

10.- Teorema.- Sd<u<ly 0<v<l, entonces

_ 1 A, @ruk) 1T, (@F vkK)
B(U,V)— 2u+v ( Zo 2< V;) 2( )

Demostracion.- Con arreglo a la formula 1-1 sestje

10-1.- B(u,v):%< @+ —< 1) , 0<u<1,0< &

—,u+v—l —,u+v-1
1-v

00

:li(lD ]_)U+v+k {u v-1,k | V) + EZ(]D :Du+v+k _gu+v_1'k‘ﬁj

Uiz Vi=o

1S 1, (utv+k,1- v) 1iru+v (u+ v+ Kk,1- u)
u

e 2u+v+k Vk:o 21+v+k
1 T, @+u, k) T, @+ v,k
yaald (ug A e x )>

23
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N . . ‘o 11
La siguiente formula para la evaluacion numeériea 372 se obtuvo

mediante la aplicacién del Teor. 10.

1 1);@

10-2.- B(?Z (743519 (R 120, 5 719 (712K
k=0

2 = g1 AT (4 3K) ' 5.9. .6 4K

Observacion.- Los Teoremas 9 y 10 son suficiguaea generar series
numéricas para la evaluacion 8gx,y) , X,y>0.

24
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.- SOBRE LA EVALUACION DE LA FUNCION GAMA

1.- Teorema.- SD< u< 1, entonces,

reu=2H & g

—,2u-1
u 1-u

Demostracion.- El Teorema es evidente, con arr@dgoconocida férmula
1-1.- M2(u)=T(2u)B (u,u)

y a la férmula

2-1.- B(u,u)=§<1 () . o<u<1l, (11-3)

-

Comentario.- El Teor. 1 es una “Formula de Duplimatpara la funcion gama.- Esta
férmula, junto a la ecuacién funciondl(a+1)=al(a) y al Teorema de los

complementosl (o) M'(1-a)=T1cscoimt) ,0<a <, hace posible la evaluacion de
I"(u), cuandou es un nimero racional.-

Ejemplos.-

2.- Evaluacion dd’(%)

2-1.- rz(%) =4r()<,(1) (Teor. 1)
:41[
4
=T
1
2-2.- re) =m

3.- Evaluacion de‘(%)

(1) (Teor. 1)

3
>

3-1.- rz(%) =6I‘(—§)<

1
3

luego,

(4)

3-2.- r3(%) :6F(%) r(—§)<3’_

wlk

25
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=18 V<

2

(4)

[

De donde,

3-3.- r(?l%) =<, (1))%

wlk

La formula explicita 3-3 permite hacer la evaloacniel’(é) con alta precision.

Hay otra formula parﬁ(%) gue proviene también de la aplicacion del Teor. 1.

En efecto, de 3-1 se tiene,

1 2
3-4.- M) =36r2¢) (<, 1)y
3 3 373
4
=108r €) << ,(1) (<, ()7 (Teor. 1)
3 273
1
=36 Q) <, (1) (< ()
3 273
Por lo tanto,
1
3-5.- r*©)=36< 1) (<, )
3 33 773
Esto es,
1 1
o rQ=66 < (1)<, @)y
>3 273
La siguiente evaluacion parﬁ(%) se obtuvo de la aplicacion directa de la
formula 3-6:
3-7.- F(%) =2.678938534707741

Las formulas 3-2 y 3-5 tienen una implicacion iggrelevante. En efecto,
comparando los segundos miembros de ambas forseikzEne,
3-8.- 18V <7, 1)<, Q)

2

(1) =36 <3’

wlk

3.1
2" 3

[

3-9.- =2 (1)<

[



4-1.-

4-2.-

4-3.-

4-4.-

5-1.-

5-2.-

5-3.-
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Evaluacion dd (%)

2 (—) 3r(—)< () (Teor. 1)
=r@<, -
luego,
e ) r(—)(<2 Ly
=18V <, (= .y . G2
=9V 2 L) (39
De 4-2 se tiene,
s (—) 3 VL e
Esto es,
r(—) AR ()

3L
3

Evaluacion dd’(%f) y F(g)

re (—) 8r(—)<i L) (Teor. 1)

=8yn<C, (1)
luego, o

r(—) 2 (@2n< . 1()3

23y =83

FE =3 <4§(1) (Teor. 1)
=4rd
—3r%*<k§”
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J_<()

NM—‘

5-4.- r(—) 2(@< (1 ) 2

2L
2

La siguiente evaluacion para(z) se hizo mediante la aplicacion de la formula

5-2.
5-5.- F(%) =3.62560990822190¢

Hay también, un resultado relevante que se obtledas férmulas 5-1 y 5-3. En
efecto, combinando ambas férmulas se tiene,

5-6.- (r(—)r(—)) _ﬂT< ) <

i
"2

(2)

Nl

4
3

De donde,

5-7.- (Tw/2)% = 32”< (1) <

1) = L(1)
2 3

Nl

De 5-7 se obtiene una férmula para el niumaren términos de funciones
contractiles.

16
5-8.- n==—< (1)<
S <.
El siguiente problema tiene importancia teérica.

6.- Problema.- Probar que,

T__ < 2( ) <6
®3 5
Solucion.- La forma de las funcioneatcactiles del segundo miembro en la

igualdad proporcionada en el Prob. 6, conducél(%e) y F(g).

6-1.- 2 (—) 12T )<7 ,(2) (Teor. 1)

6-2.- 2 (—) == r(§< ,(2 (Teor. 1)
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8
‘g (_)< g( )
De 6-1y 6-2 se tiene,
1. _,5._
6-3.- (r(g) F(E)) r(§ M- < % ) <g _2(1)
9563T< .0 <, .,
288 < L0 <, L0
Por lo tanto,
288
4 - = T
6-4 4t == <6§(1) <§,_§(1)
De donde,
72
-5 - = T
6-5 = <6,§(1) <§,_§(1)
Pero
6-6.- o= 2
4

Introduciendo 6-6 en 6-5 se obtiene el resultado,

Las siguientes férmulas han sido obtenidas argartibién, del Teor. 1.

7.- Evaluacion dd’(é)

7-1.- r(§)=(100nm =, @<, L@y

5.1 5 _
3" 5 4
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8.- Evaluacién dd’(%)

8-1.- r(—) (941192<C (1)(<Z (1))2(<7_§(1))“>%

W~
Nl
|
~Nlw

Nota: La formula 8-1 fue obtenida por B. Saaved@bsérvese que no aparecen las

constantest ni N . Tampoco figuran estas constantes en la férmul@aﬁﬁr(%) :
La siguiente aproximacion se obtuvo mediante lméda 8-1.
8-2.- F(%) =6.54806294024782¢

Comentario.- Los resultados anteriores muestranlajti®rmula de duplicacién” para
la funcion gama, proporcionada en el Teor. 1, hausble la obtencion de férmulas
explicitas pard (u) en términos de funciones contractiles, cuandmseae el valor de
(2u).

El método es aplicable particularmesit@l es un nimero racional.

Las formulas obtenidas en cada caspergn una serie numérica que permite
también la evaluacion de(u) con alta precision.

Mostraremos ejemplos pff%),r(—i),r(:ll) y F(g).

Previamente, es necesario demostrégarema.

9.- Teorema.- D< u< 1, entonces,

—,2u-1
1-u

1 1 k
< ():4_ZT2u(+u )

1
k=0
Demostracion.-

9-1.- <1 =R, ©

K A2u- 1k\

=S @O o
k=0

_iiTZU(l-'- u! k)
4u e 2k

]

Obsérvese que la demostracion del Teor. 9 hateidada del Teor. 11. 8.

Nota: El Teor. 9 implica,
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1 = 2u.(2u+ 1)+ .(2w k)
9-2.- < 1)=— (1+
l%u,zu—l( ) 4“( ZJ L (u+ D(w+ 2)-- (- * k3
Las siguientes férmulas se obtuvieron medianépliacion de 9-2.
© 257 (2 3K)
9-3.- <=5 (14
2- ;( )= ( 22“1.4.7.10.-. (4 313
Y4 & 4710 (4 3K)
9-4.- < (=2 (14
g() 4 ( 22‘*1.5.8.11-.-- (5 3k3
9-5.- <4 1(1):@(“2 1.3.5: (B Zk);
22 2 7 £55.9.13.- (5 4k
9-6.- < (1) 2 i 357 (& 2k)3
4 = 7.11.15.- (A& 4k

Introduciendo las férmulas 9-3, 9-4, 9-5 y 9-6 8B, 4-4, 52 y 54
respectivamente, se tiene:

1, @ 257 .(2+ 3k) &
- -\ = (l 3 3
10. M3)=0 V2 (1r ZO 214710 (4 3k3)

s 3 © 4.7.10: (4 3k) .
) 2y= (2N 3 °
11. r(g) (4 */Z( Z:(:)Zk+15811 (5 3k3)

- 1 © 135 (B 2k) 2
12. M) 2(\/2_n(1+§5.9'132“ & 20y

© 357 .(F 2K)
13.- ' ) (—( kz 11.15..-(.(% 4)k 2

Comentario.- La férmula 9-6, junto a la 5-3 tiemgplicaciones tedricas relevantes.
Por ejemplo, considérese la conodidantila

14.- AGM(a,a/ 2)= i/%rz(;j . &

Donde AGNa,a/ 2) es la Media Aritmética-Geométrica de, a/ 2).

Luego,

4&Jé<i

14-1.- AGM(a,a/ 2)= o 1 ., (5-3)
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Sa =1 se tiene,

14-2.- AGM(l,\/_2)=4—f<4 [
"2
De 14-2 se deduce,

_ 3 1
14-3.- " (<4é(1))

Dondé&s = (AGM(l,\/_Z))_l es la constante de Gauss.

Introduciendo ahora la formula 8r614-3 queda,

144 6=3 @3 257 (3 20 3
27 &7.1115 (# 4k

De 14-3 se obtiene también la isigie representacion integral para la
constante G de Gauss.

1 ¢ X
14-5.- G= ( dx )™
W2 £(1+ )2
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